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Задача A. Мiнiмальне видалення

Автор задачi: Матвiй Стречень
Задачу пiдготував: Андрiй Холод

Розбiр написав: Костянтин Денисов

Блок 1
У цьому блоцi k = 10. Оскiльки всi елементи масиву лежать вiд 0 до 9, то пiсля будь-яких видалень

у масивi все одно не може бути числа, бiльшого за 9.
Тому найменше вiдсутнє невiд’ємне цiле число завжди не бiльше за 10. Отже, умова вже виконана

з самого початку, i вiдповiдь дорiвнює 0.

Блок 2
У цьому блоцi k = 0. Нам потрiбно, щоб mex масиву був не бiльшим за 0. Оскiльки mex завжди є

невiд’ємним числом, це означає, що mex має дорiвнювати саме 0.
А mex дорiвнює 0 тодi i тiльки тодi, коли в масивi немає числа 0. Єдина дозволена операцiя —

видалення елемента, тому потрiбно видалити всi нулi.
Отже, вiдповiдь дорiвнює кiлькостi нулiв у масивi.

Блок 3
У цьому блоцi всi значення ai попарно рiзнi. Це означає, що кожне число вiд 0 до 9 зустрiчається

не бiльше одного разу.
Потрiбно зробити так, щоб mex був не бiльшим за k. Iншими словами, пiсля видалень має iснувати

хоча б одне число серед 0, 1, . . . , k, якого немає в масивi.
Якщо якогось числа з промiжку 0, 1, . . . , k вже немає, то нiчого видаляти не потрiбно, i вiдповiдь

дорiвнює 0.
Iнакше всi числа вiд 0 до k присутнi в масивi. Оскiльки всi елементи попарно рiзнi, кожне з них

зустрiчається рiвно один раз. Тодi достатньо видалити будь-яке одне з цих чисел, i mex стане не бiльшим
за k. Отже, вiдповiдь дорiвнює 1.

Блок 4
У повному розв’язку потрiбно узагальнити iдею з попереднього блока. Щоб mex масиву був не

бiльшим за k, потрiбно, щоб серед чисел 0, 1, . . . , k було хоча б одне вiдсутнє число.
Оскiльки ми можемо тiльки видаляти елементи, то єдиний спосiб зробити деяке число x вiдсутнiм

— видалити всi його входження з масиву. Якщо число x зустрiчається cntx разiв, то для цього потрiбно
рiвно cntx операцiй.

Тому достатньо порахувати кiлькiсть входжень кожної цифри вiд 0 до 9, а потiм вибрати мiнiмальне
значення cntx серед усiх x вiд 0 до k.

Чому це оптимально? З одного боку, якщо вибрати число з мiнiмальним cntx i видалити всi його
входження, то це число стане вiдсутнiм, а отже mex буде не бiльшим за k.

З iншого боку, у будь-якому коректному розв’язку пiсля видалень має бути вiдсутнє хоча б одне
число x з промiжку 0, 1, . . . , k. Для цього потрiбно видалити всi його входження, тобто щонайменше
cntx елементiв. Тому менше, нiж мiнiмальне cntx, операцiй зробити неможливо.

Отже, вiдповiдь дорiвнює
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min
0⩽x⩽k

cntx.

Складнiсть розв’язку O(n).

Задача B. Лiнивий студент

Автор задачi: Холод Андрiй
Задачу пiдготував: Холод Андрiй

Розбiр написав: Холод Андрiй

Блок 1
Якщо k = n · m, то операцiй вистачає, щоб довiльно переставити елементи в кожному рядку.

Оскiльки операцiї застосовуються до одного рядка i переставляють елементи лише в ньому, кожен
рядок можна вiдсортувати незалежно вiд iнших. Щоб мiнiмiзувати суму першого стовпця, у кожному
рядку ставимо найменший елемент на першу позицiю; щоб мiнiмiзувати суму другого стовпця — другий
найменший, i так далi. Таким чином, достатньо вiдсортувати кожен рядок за зростанням i вивести суми
стовпцiв.

Блок 2
Якщо k = 1 i n = 1, то є лише один рядок i одна операцiя. Нам потрiбно мiнiмiзувати суму першого

стовпця, тобто мiнiмiзувати значення a1,1. Оскiльки є лише один рядок, сума стовпця дорiвнює самому
елементу. Щоб зменшити a1,1, потрiбно знайти елемент рядка, менший за a1,1, i помiняти його з a1,1
мiсцями. Серед усiх менших елементiв вибираємо найменший — це дасть мiнiмальне значення першого
стовпця. Якщо такого елемента немає, операцiя нiчого не покращує.

Блок 3
Якщо n = 1, то маємо один рядок i k операцiй. Нам потрiбно лексикографiчно мiнiмiзувати масив

сум стовпцiв, але оскiльки n = 1, суми стовпцiв — це самi елементи рядка. Обробляємо стовпцi злiва
направо: для кожного стовпця j знаходимо мiнiмальний елемент серед a1,j , a1,j+1, . . . , a1,m. Якщо вiн
не стоїть на позицiї j, витрачаємо одну операцiю i ставимо його туди. Якщо k = 0, зупиняємось. Такий
жадiбний пiдхiд коректний, бо зменшення бiльш лiвого стовпця завжди прiоритетнiше.

Блок 4
Якщо елементи у рядках початково вiдсортованi за спаданням, то щоб поставити на позицiю j

найменший елемент рядка i (який стоїть останнiм), потрiбно рiвно одна операцiя: помiняти ai,j з ai,m.
Пiсля цього елемент на позицiї j мiнiмальний. Для кожного стовпця j i кожного рядка i ми може-
мо незалежно вирiшити, чи варто витрачати операцiю. Оскiльки рядки вiдсортованi за спаданням,
bi,j (вiдсортований рядок за зростанням) дорiвнює ai,m+1−j . Для кожного рядка в кожному стовпцi
можлива рiвно одна корисна операцiя, тому задача зводиться до вибору найвигiднiших операцiй з
урахуванням обмеження k.

Блок 5
Якщо k ⩽ 10, можна обробляти стовпцi злiва направо жадiбно. Для кожного стовпця j i кожного

рядка i розглядаємо всi можливi операцiї: помiняти ai,j з будь-яким елементом ai,j′ , де j′ > j i ai,j′ < ai,j .
Серед усiх таких операцiй вибираємо ту, що дає найбiльше зменшення суми стовпця j, витрачаємо
операцiю i повторюємо. Оскiльки k ⩽ 10, таких iтерацiй небагато. Але треба бути обережним: пiсля
операцiї елемент, який ми переставили, тепер стоїть на позицiї j′ i може вплинути на майбутнi стовпцi.
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Блок 6
Якщо m = 2, маємо лише два стовпцi. Сума всiх елементiв таблицi фiксована, тому b1+ b2 = const.

Мiнiмiзацiя b1 автоматично максимiзує b2, але за умовою задачi нам потрiбно спочатку мiнiмiзувати b1,
а потiм b2. Оскiльки b1+ b2 фiксоване, мiнiмiзацiя b1 i є єдиною метою. Для кожного рядка i можна за
одну операцiю поставити на першу позицiю будь-який елемент цього рядка. Отже, для кожного рядка
незалежно вирiшуємо: якщо мiнiмум рядка не стоїть на першiй позицiї i є ще операцiї, витрачаємо
одну операцiю. Рядки обробляємо у порядку спадання виграшу вiд операцiї: спочатку тi, де рiзниця
ai,1 −minj ai,j найбiльша.

Блок 7
Розглянемо повне рiшення. Обробляємо стовпцi злiва направо. Для кожного стовпця j нам потрiбно

вирiшити, якi операцiї виконати, щоб мiнiмiзувати його суму, не погiршуючи попереднi стовпцi.
Ключове спостереження: для рядка i i стовпця j найкраща операцiя — поставити на позицiю j

найменший елемент рядка i серед тих, що стоять на позицiях ⩾ j (тобто ще не зафiксованих). Позна-
чимо цей елемент bi,j (вiн вiдповiдає j-му найменшому елементу рядка i, якщо рядок вiдсортувати за
зростанням). Виграш вiд цiєї операцiї дорiвнює ai,j − bi,j . Якщо ai,j = bi,j , операцiя непотрiбна.

Для кожного стовпця j збираємо всi рядки, де виграш додатнiй, i сортуємо їх за спаданням виграшу.
Беремо першi k операцiй (або менше, якщо k закiнчилось). Але є тонкощi: коли ми виконуємо операцiю
в рядку i для стовпця j (ставимо bi,j на позицiю j, а ai,j iде на позицiю, де ранiше стояв bi,j), це впливає
на майбутнi стовпцi цього рядка. Тому пiсля операцiї потрiбно оновити стан рядка: позицiя елемента
ai,j змiнилась.

Щоб ефективно знаходити, де зараз знаходиться потрiбний елемент, пiдтримуємо масив pos, де
pos[v] — поточна позицiя елемента зi значенням v у своєму рядку. Пiсля кожної операцiї оновлюємо
pos для двох перемiщених елементiв. Для кожного рядка i заздалегiдь сортуємо копiю рядка bi за
зростанням — це дає нам оптимальний порядок елементiв.

Таким чином, для стовпця j перевiряємо кожен рядок: якщо bi,j ̸= ai,j (тобто на позицiї j стоїть
не найменший доступний елемент), додаємо цей рядок до списку кандидатiв iз виграшем bi,j − ai,j
(вiд’ємним, бо bi,j < ai,j) i прiоритетом за позицiєю звiдки беремо елемент. Сортуємо кандидатiв i
жадiбно беремо найвигiднiшi операцiї поки є k.

Складнiсть алгоритму — O(n ·m · log(n)) через сортування кандидатiв для кожного стовпця.

Задача C. Дiльники

Автор задачi: Антон Тригуб
Задачу пiдготував: Андрiй Куц

Розбiр написав: Андрiй Куц

Блоки 1–3
У перших блоках n мале, тому можна перебрати всi способи розбити числа на пари.
Пiсля того як ми зафiксували пару чисел a та b, треба знайти мiнiмальну кiлькiсть операцiй, щоб

зробити цю пару коректною. Тобто потрiбно збiльшити одне або обидва числа так, щоб одне з них
дiлилося на iнше.

У перших двох блоках значення чисел невеликi, тому це можна робити простим перебором можли-
вих збiльшень. У третьому блоцi числа вже можуть бути великими, тому краще рахувати мiнiмальну
цiну для однiєї пари так само, як у блоцi 8.
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Пiсля цього можна використати динамiку по пiдмножинах. Нехай dp[mask] — мiнiмальна цiна, щоб
розбити на пари всi числа, якi входять у маску mask. Беремо перший ще не використаний iндекс i
пробуємо поставити його в пару з кожним iншим невикористаним iндексом.

У кiнцi перевiряємо, чи мiнiмальна цiна не перевищує
⌊
x
2

⌋
.

Блок 4
У цьому блоцi для всiх i виконується
bi ⩾

⌈
x
2

⌉
.

Посортуємо всi числа та вiзьмемо у пари сусiднi числа. Найпростiший спосiб зробити пару корект-
ною — зробити числа рiвними. Якщо у парi стоять числа ai та aj , де ai ⩽ aj , то збiльшимо ai до aj .
Цiна такої пари дорiвнює aj − ai.

Оскiльки всi числа лежать на вiдрiзку вiд
⌈
x
2

⌉
до x, сумарна цiна для сусiднiх пар не перевищує

довжину цього вiдрiзка, тобто не перевищує
⌊
x
2

⌋
.

Отже, таке парування завжди пiдходить.

Блок 5
Розiб’ємо всi числа на двi групи: числа не бiльшi за

⌊
x
6

⌋
та числа не меншi за x−

⌊
x
6

⌋
.

Кожну групу посортуємо. Всерединi кожної групи скористаємося iдеєю з четвертого блока: поста-
вимо у пари сусiднi числа та зробимо числа в кожнiй парi рiвними.

Сумарна цiна всерединi першої групи не перевищує
⌊
x
6

⌋
, бо всi числа цiєї групи лежать на вiдрiзку

довжини не бiльше
⌊
x
6

⌋
.

Аналогiчно, сумарна цiна всерединi другої групи також не перевищує
⌊
x
6

⌋
.

Може статися, що пiсля парування всерединi груп залишиться по одному числу з кожної групи.
Нехай це числа ai та aj , де ai < aj . Поставимо їх у пару. Будемо збiльшувати aj , поки воно не стане
дiлитися на ai. Для цього потрiбно менше нiж ai операцiй, а отже не бiльше нiж

⌊
x
6

⌋
.

Тому загальна цiна не перевищує⌊
x
6

⌋
+

⌊
x
6

⌋
+
⌊
x
6

⌋
,

а це не бiльше нiж
⌊
x
2

⌋
.

Блок 6
У цьому блоцi вiдповiдь можна отримати без виконання операцiй, а всi числа є степенями простих

чисел.
Знайдемо для кожного числа просте число та його степiнь. Окремо порахуємо числа, рiвнi 1.
Для кожного простого числа вiзьмемо всi числа, якi є його степенями, та розiб’ємо їх на пари.

Будь-якi два степенi одного простого числа можна поставити в одну пару, бо менший степiнь дiлить
бiльший.

Якщо кiлькiсть таких чисел непарна, то одне число залишиться без пари. Його потрiбно поставити
в пару з одиницею, бо 1 дiлить будь-яке число. Пiсля цього всi невикористанi одиницi паруємо мiж
собою.

Доведемо, що якщо така побудова не змогла знайти парування, то вiдповiдi справдi не iснує. Єдине
мiсце, де можуть виникнути проблеми, — це нестача одиниць для залишкiв вiд груп простих степенiв.
Наше парування всерединi кожної групи використовує мiнiмально можливу кiлькiсть одиниць: якщо
в групi парна кiлькiсть чисел, одиницi не потрiбнi, а якщо непарна — хоча б одне число все одно
доведеться парувати поза цiєю групою. За умовою вiдповiдь iснує, тому одиниць вистачить.

Блок 7
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У цьому блоцi вiдповiдь також можна отримати без виконання операцiй. Кожне число є добутком
не бiльше нiж двох простих чисел, а кожне просте число входить до розкладу всiх чисел сумарно не
бiльше нiж двiчi.

Для кожного числа знайдемо його простi дiльники. Побудуємо граф, у якому вершинами будуть
числа, вiдмiннi вiд 1, а ребро мiж двома вершинами означає, що цi два числа можна поставити в одну
пару. Одиницi можна парувати з будь-яким числом, тому виключимо їх з графа та будемо використо-
вувати окремо.

Через обмеження на простi числа граф має дуже просту структуру. Жодна вершина не може мати
бiльше двох сусiдiв. Iнакше вiдповiдне число мало б занадто багато простих дiльникiв, або деякий
простий дiльник зустрiчався б бiльше нiж двiчi.

Розглянемо вершину, яка має двох сусiдiв. Єдиний можливий випадок — число в цiй вершинi
дорiвнює a · b, а сусiднi вершини вiдповiдають числам a та b, де a ̸= b. Будь-яка iнша конфiгурацiя
порушила б умови блока.

Тому кожна компонента графа має одну з таких форм:

1. iзольована вершина;

2. пара вершин;

3. шлях з трьох вершин.

Тепер розiб’ємо всi числа на пари так, щоб використати мiнiмальну кiлькiсть одиниць. Iзольованi
вершини паруємо з одиницями. Пари вершин паруємо мiж собою. У шляху з трьох вершин паруємо
центральну вершину з одним iз сусiдiв, а другого сусiда — з одиницею.

Таке парування мiнiмiзує кiлькiсть використаних одиниць у кожнiй компонентi. Пiсля цього зали-
шок одиниць паруємо мiж собою. Оскiльки за умовою вiдповiдь iснує, одиниць вистачить.

Блок 8
У цьому блоцi гарантовано, що iснує вiдповiдь, де можна брати у пари сусiднi числа початкового

масиву: (1, 2), (3, 4), . . . , (2n− 1, 2n).
Порахуємо мiнiмальну цiну, щоб зробити одну пару a, b коректною. Нехай a ⩽ b.
Зафiксуємо кiлькiсть операцiй, якi ми виконаємо з числом a. Нехай ця кiлькiсть дорiвнює ca. Тодi

перше число стане рiвним a + ca. Тепер потрiбно знайти мiнiмальне cb, щоб число b + cb дiлилося на
a+ ca.

Мiнiмальне можливе значення b+ cb — це найменше кратне числа a+ ca, яке не менше за b. Тому

cb =
⌈

b
a+ca

⌉
· (a+ ca)− b.

Отже, для фiксованого ca ми можемо порахувати оптимальне cb.
Залишається швидко перебрати всi суттєво рiзнi значення ca. Зауважимо, що кiлькiсть рiзних

значень величини
⌈

b
a+ca

⌉
дорiвнює O(

√
b). Це стандартний факт: для малих значень знаменника їх не

бiльше
√
b, а для знаменника бiльшого за

√
b саме значення частки вже менше за

√
b.

Тому можна перебрати всi рiзнi значення цiєї частки. Для кожного з них достатньо взяти мiнiмальне
ca, яке дає це значення. Так ми знаходимо мiнiмальну цiну для однiєї пари за O(

√
x).

Повторивши це для всiх сусiднiх пар, отримуємо розв’язок за O(n
√
x), чого достатньо для цього

блока.

Блок 9: повне рiшення
Посортуємо всi числа:
a1 ⩽ a2 ⩽ . . . ⩽ a2n.
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Побудуємо два парування:

1. (a1, a2), (a3, a4), . . . , (a2n−1, a2n);

2. (a2, a3), (a4, a5), . . . , (a2n−2, a2n−1), (a1, a2n).

Для першого парування зробимо числа в кожнiй парi рiвними. Його цiна дорiвнює
(a2 − a1) + (a4 − a3) + . . .+ (a2n − a2n−1).

Для другого парування також зробимо рiвними всi сусiднi пари. Для останньої пари (a1, a2n) будемо
збiльшувати a2n до найближчого кратного a1. На це потрiбно менше нiж a1 операцiй, тому цiну цiєї
пари можна оцiнити зверху числом a1.

Отже, цiна другого парування не перевищує
(a3 − a2) + (a5 − a4) + . . .+ (a2n−1 − a2n−2) + a1.

Уявiмо пряму вiд 0 до a2n. Доданок ai − ai−1 вiдповiдає довжинi вiдрiзка мiж сусiднiми числами,
а доданок a1 вiдповiдає вiдрiзку вiд 0 до a1.

Вiдрiзки, якi вiдповiдають першому паруванню, та вiдрiзки, якi вiдповiдають другому паруванню,
не перетинаються i разом лежать на вiдрiзку вiд 0 до a2n.

Тому сума цiн цих двох парувань не перевищує a2n. А оскiльки a2n ⩽ x, то хоча б одне з двох
парувань має цiну не бiльше нiж

⌊
x
2

⌋
.

Виберемо дешевше з цих двох парувань i виконаємо описанi збiльшення. У кожнiй парi пiсля цього
одне число дiлитиме iнше, а загальна кiлькiсть операцiй не перевищить дозволену межу.

Складнiсть повного розв’язку становить O(n log n) через сортування.

Задача D. Розфарбуй дерево

Автор задачi: Тарас Деркач
Задачу пiдготував: Тарас Деркач

Розбiр написав: Тарас Деркач

Блок 1
Оскiльки n ⩽ 10, можна перебрати всi 2n способiв вибрати значення cv для всiх вершин.
Для кожного розфарбування порахуємо всi значення sv та перевiримо, чи вони попарно рiзнi. Якщо

так, додаємо 1 до вiдповiдi.
Складнiсть такого розв’язку — O(2n · n).

Блок 2
Якщо кожна вершина має не бiльше одного сина, то дерево є ланцюгом.
Тодi для будь-яких двох рiзних вершин одна з них лежить вище за iншу. Оскiльки всi значення cv

додатнi, то сума на шляху до нижчої вершини завжди буде бiльшою.
Отже, будь-яке розфарбування є коректним, тому вiдповiдь дорiвнює 2n.

Блок 3
У цьому блоцi всi вершини знаходяться на вiдстанi не бiльше 2 вiд кореня.
Можна перебрати значення для кореня та його синiв, а потiм перевiрити всi можливi значення для

вершин на глибинi 2.
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Також уже тут можна помiтити важливу властивiсть: на однiй глибинi не може бути бiльше двох
вершин. Iнакше для них потрiбно отримати бiльше двох рiзних сум, але кожна нова вершина може
збiльшити суму свого батька лише на 1 або на 2.

Блок 4
У цьому блоцi дерево майже є ланцюгом: не бiльше однiєї вершини має рiвно двох синiв.
До розгалуження всi значення можна вибирати довiльно. Якщо з’являються два сини однiєї вер-

шини, то вони мають отримати рiзнi значення. Отже, один iз них повинен отримати +1, а iнший —
+2.

Пiсля цього кожна гiлка знову є ланцюгом. Можна окремо перебрати вибiр у мiсцi розгалуження
та перевiрити, щоб суми на двох гiлках не збiгалися.

Втiм, цей блок також покривається загальним розв’язком.

Блоки 5–8
Розiб’ємо вершини на шари за глибиною. Нехай cntd — кiлькiсть вершин на глибинi d.
Покажемо, що якщо для деякого шару cntd > 2, то вiдповiдь дорiвнює 0.
Справдi, значення кожної вершини на наступному шарi може бути лише на 1 або на 2 бiльшим за

значення її батька. Тому з одного значення можна отримати не бiльше двох нових значень.
Якщо на шарi вже є двi вершини, то в коректному розфарбуваннi їхнi значення мають бути сусiднi-

ми. Iнакше мiж ними залишиться промiжок, який неможливо коректно заповнити на наступних шарах.
Тому наступний шар знову не може мiстити бiльше двох рiзних коректних значень.

Отже, якщо на будь-якiй глибинi бiльше двох вершин, коректного розфарбування не iснує.

Блок 9
Тепер вважаємо, що на кожному шарi не бiльше двох вершин.
Корiнь можна розфарбувати двома способами: c1 = 1 або c1 = 2. Тому спочатку вiдповiдь дорiвнює

2.
Далi розглянемо перехiд мiж сусiднiми шарами.

1. Якщо cntd = 1 та cntd+1 = 1, то єдина вершина наступного шару може отримати або +1, або +2.
Тому множимо вiдповiдь на 2.

2. Якщо cntd = 1 та cntd+1 = 2, то двi вершини наступного шару повиннi отримати обидва значення:
+1 та +2. Сам набiр значень вимушений, тому на цьому переходi вiдповiдь не змiнюється.

3. Якщо cntd = 2 та cntd+1 = 1, то на поточному шарi є двi сусiднi суми. Якщо нова вершина є
сином вершини з меншою сумою, то один iз двох варiантiв заборонений, бо дає вже зайняту суму.
Якщо вона є сином вершини з бiльшою сумою, то обидва варiанти можливi.

Разом отримуємо 3 можливi варiанти, тому множимо вiдповiдь на 3.

4. Якщо cntd = 2 та cntd+1 = 2, то перехiд вимушений. Новий шар знову повинен отримати двi
сусiднi суми, тому вiдповiдь не змiнюється.

Пiсля всiх переходiв, якщо останнiй шар мiстить двi вершини, потрiбно вибрати, яка з них отримає
меншу суму. Тому додатково множимо вiдповiдь на 2.

Усi множення виконуємо за модулем 109 + 7.
Загальна складнiсть алгоритму — O(n) на один тестовий випадок.
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Задача E. Гра на деревi

Автор задачi: Костянтин Денисов
Задачу пiдготував: Андрiй Столiтнiй

Розбiр написав: Едуард Тихонюк

Загальна iдея
Зафiксуємо запит другого типу i нехай фiшка спочатку стоїть у вершинi s. Оскiльки ходити у вже

вiдвiдану вершину не можна, гра завжди проходить уздовж простого шляху, який починається в s i
закiнчується у деякому листку дерева.

Пiдвiсимо дерево за вершину s. Для вершини v позначимо через dp[v] значення 1, якщо з позицiї у
вершинi v другий гравець може гарантувати перемогу, i 0 iнакше. Для листка це просто його активнiсть:

dp[v] =

{
1, якщо листок v активний,
0, iнакше.

Позначимо через ch(v) множину синiв вершини v у деревi, пiдвiшеному за s. Якщо вершина не є
листком у пiдвiшеному деревi, то вiдповiдь залежить вiд того, хто робить хiд з цiєї вершини. На парнiй
вiдстанi вiд s хiд робить перший гравець, тому вiн намагається отримати 0:

dp[v] = min
to∈ch(v)

dp[to].

На непарнiй вiдстанi вiд s хiд робить другий гравець, тому вiн намагається отримати 1:

dp[v] = max
to∈ch(v)

dp[to].

Тут to пробiгає всiх синiв вершини v у деревi, пiдвiшеному за s. Такi переходи можна довести
iндукцiєю вiд листкiв до вершини s: коли значення синiв уже вiдомi, перший гравець обирає найкращий
для себе хiд, а другий — найкращий для себе. Вiдповiдь на запит дорiвнює 2, якщо dp[s] = 1, i 1 iнакше.

Нижче в блоках, де вказано r = 1, будемо вважати, що у всiх запитах другого типу стартова
вершина дорiвнює 1.

Блок 1
У першому блоцi можна обробляти кожен запит незалежно.
Запит першого типу лише змiнює активнiсть одного листка. Для запиту другого типу пiдвiшує-

мо дерево за задану вершину s i запускаємо DFS, який рахує описану вище динамiку. Пiд час DFS
достатньо знати глибину вiд s: на парнiй глибинi беремо мiнiмум по дiтях, на непарнiй — максимум.

Один запит другого типу працює за O(n), тому сумарна складнiсть становить O(nq).

Блоки 2, 3
У цих блоках стартова вершина завжди дорiвнює 1, а листки тiльки активуються i нiколи не стають

неактивними.
Пiдвiсимо дерево за вершину 1 i будемо пiдтримувати значення dp[v] для всiх вершин. Спочат-

ку всi листки неактивнi, отже всi значення дорiвнюють 0. Коли деякий листок активується, його dp
змiнюється з 0 на 1. Пiсля цього треба пройти шляхом до кореня i перераховувати значення батькiв.

Через монотоннiсть операцiй значення кожної вершини може змiнитися лише з 0 на 1. Якщо пiд час
пiдйому значення вершини не змiнилося, то вище нiчого теж не змiниться, i пiдйом можна зупинити.
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Для кожної вершини зручно зберiгати кiлькiсть синiв зi значенням 1 i кiлькiсть синiв зi значенням
0. Тодi:

dp[v] = 1

для вершини другого гравця тодi й лише тодi, коли хоча б один син має значення 1, а для вершини
першого гравця — тодi й лише тодi, коли всi сини мають значення 1.

У третьому блоцi запити зашифрованi, але це не змiнює структуру розв’язку: перед обробкою
запиту треба лише вiдновити справжню вершину за формулою з умови i пiсля запиту оновити acc.

Амортизована складнiсть усiх оновлень дорiвнює O(n+ q).

Блок 4
У цьому блоцi дерево є повним бiнарним. Його висота дорiвнює O(log n).
Для кожної вершини зберiгатимемо значення пiддерева для двох можливих ситуацiй: коли з цiєї

вершини ходить перший гравець i коли з неї ходить другий гравець. Для листка обидва значення
дорiвнюють його активностi. Для внутрiшньої вершини одне значення рахується як мiнiмум по дiтях,
а iнше — як максимум по дiтях.

Пiсля змiни активностi листка потрiбно перерахувати тiльки вершини на шляху вiд нього до кореня,
тобто O(log n) вершин.

Щоб вiдповiсти на запит зi стартом у вершинi s, треба врахувати не лише її пiддерево, а й напрямок
до батька. У повному бiнарному деревi шлях вiд s до кореня має довжину O(log n). Пiднiмаючись цим
шляхом, можна пiдтримувати значення тiєї частини дерева, яка лежить поза вже обробленим пiдде-
ревом: на кожному кроцi додається лише брат поточної вершини та, можливо, попередньо порахована
верхня частина.

Отже, i оновлення, i запит працюють за O(log n).

Блок 5
Тут лише вершина 1 може мати степiнь бiльше нiж 2. Отже, дерево складається з кiлькох бамбукiв,

якi виходять iз вершини 1.
Усерединi одного бамбука у кожнiй внутрiшнiй вершинi є рiвно один можливий наступний хiд,

якщо не рахувати вершину, з якої ми прийшли. Тому значення вздовж бамбука просто передається вiд
листка до центру, а тип гравця змiнюється пiсля кожного ребра.

Для кожного бамбука достатньо знати його довжину i активнiсть кiнцевого листка. Звiдси можна
за O(1) отримати, що станеться, якщо перший хiд зi стартової вершини пiде в цей бiк.

Якщо запит другого типу приходить у вершину 1, то перший гравець просто вибирає один з бам-
букiв. Тому вiдповiдь дорiвнює мiнiмуму значень усiх бамбукiв.

Якщо ж стартова вершина лежить всерединi деякого бамбука, то у першого гравця є два напрямки.
Перший напрямок веде до листка цього ж бамбука, i його значення дорiвнює активностi цього листка.
Другий напрямок веде до вершини 1. Коли фiшка дiйде до вершини 1, не можна йти назад у бамбук, з
якого вона прийшла, тому треба об’єднувати лише всi iншi бамбуки. Якщо у вершинi 1 ходить перший
гравець, беремо мiнiмум по цих бамбуках, а якщо другий — максимум. Хто саме ходить у вершинi 1,
визначається парнiстю вiдстанi вiд стартової вершини до 1.

Пiсля змiни листка змiнюється тiльки один бамбук. Для швидких запитiв зберiгаємо кiлькостi
бамбукiв, якi дають значення 0 та 1; коли потрiбно виключити поточний бамбук, просто тимчасово не
враховуємо його внесок у цi кiлькостi. Тодi всi запити й оновлення можна обробляти за O(log n) або
за O(1) при акуратнiй реалiзацiї з лiчильниками.

Фiксований корiнь i HLD
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Для наступних блокiв розглянемо випадок, коли всi запити другого типу мають старт у вершинi
1. Пiдвiсимо дерево за 1 i зробимо HLD-розбиття на бамбуки.

Якби мiж рiзними бамбуками не було ребер, то значення у верхнiй вершинi бамбука просто дорiвню-
вало б значенню листка внизу цього бамбука: уздовж бамбука в кожнiй вершинi є лише один можливий
наступний хiд, тому мiнiмум або максимум береться з одного числа. Проблеми створюють легкi ребра
в iншi бамбуки.

Розглянемо вершину v поточного бамбука i легкого сина to. Якщо у v хiд другого гравця, то
наявнiсть сина з dp[to] = 1 одразу змушує dp[v] = 1. Якщо у v хiд першого гравця, то наявнiсть сина з
dp[to] = 0 одразу змушує dp[v] = 0.

Такi вершини назвемо позначеними. Кожна позначена вершина має своє примусове значення 0 або
1, яке вже визначене легкими синами i не залежить вiд продовження вниз по важкому ребру. Активний
листок у нижньому кiнцi бамбука теж будемо вважати позначеним зi значенням 1, бо для листка dp
дорiвнює його активностi. Для кожного HLD-бамбука будемо пiдтримувати set позначених вершин.

Щоб знайти значення у верхнiй вершинi бамбука, достатньо знайти найближчу до неї позначену
вершину. Якщо така вершина є, вона визначає значення всiх вершин вище в цьому бамбуку. Якщо
позначеної вершини немає, то внизу бамбука лежить неактивний листок i жодне легке ребро не змушує
значення змiнитися, тому значення верхньої вершини дорiвнює 0.

Коли змiнюється значення якогось бамбука, це може змiнити тiльки стан його батькiвської верши-
ни у сусiдньому бамбуку. Тому оновлення можна поширювати вiд змiненого листка вгору по дереву,
переходячи мiж HLD-бамбуками. Кожен перехiд i кожна змiна set-а коштує O(log n).

Блок 6
У шостому блоцi стартова вершина всiх запитiв другого типу дорiвнює 1, тому достатньо описаної

структури для фiксованого кореня.
Для кожного бамбука пiдтримуємо:

set позначених вершин, значення у верхнiй вершинi.

Пiсля змiни активностi листка оновлюємо бамбук, у якому вiн лежить. Якщо значення верхньої
вершини бамбука змiнилося, це може змiнити статус вiдповiдної легкої дитини у батькiвському бамбу-
ку. Продовжуємо пiднiматися, доки значення чергового бамбука не перестане змiнюватися.

Складнiсть одного оновлення становить O(log2 n). Вiдповiдь на запит другого типу — це поточне
значення кореня, тому такий запит працює за O(1).

Блоки 7, 8
У цих блоках стартова вершина в запитах може змiнюватися, тому потрiбно навчитися вiдповiдати

для довiльного кореня гри.
Зручно думати не про вершини, а про напрямки ребер. Нехай val(u, p, 0) — результат гри, якщо

фiшка стоїть у u, попередня вершина дорiвнює p, а хiд робить перший гравець. Аналогiчно val(u, p, 1)
— якщо хiд робить другий гравець. Тодi:

val(u, p, 0) = min
to ̸=p

val(to, u, 1),

val(u, p, 1) = max
to ̸=p

val(to, u, 0).

Якщо доступних переходiв немає, то u є листком, i обидва значення дорiвнюють активностi цього
листка.
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HLD-структура з попереднього блока пiдтримує саме такi значення для напрямкiв уздовж бамбукiв.
Для запиту зi стартом у s треба взяти всi напрямки з s до сусiднiх вершин i застосувати мiнiмум, бо
перший хiд робить перший гравець:

ans(s) = min
to∼s

val(to, s, 1).

Значення для напрямкiв, що лежать у легких пiддеревах, беруться з вiдповiдних бамбукiв. Зали-
шається навчитися рахувати напрямок угору, до кореня дерева 1.

Шлях вiд s до 1 розбивається на O(log n) HLD-бамбукiв: щоразу, коли ми переходимо мiж двома
бамбуками, ми проходимо легке ребро, а таких ребер на шляху може бути лише O(log n). Обробляємо
цi бамбуки знизу вгору. Для поточного бамбука треба знайти першу позначену вершину вище поточної
позицiї; якщо її немає, то значення протягується до батькiвського бамбука.

На межi двох бамбукiв є важлива деталь. Нехай ми перейшли з попереднього бамбука в його
батькiвську вершину v. Пiд час обчислення val(v, prev, ∗) не можна враховувати сина prev, бо фiшка
щойно прийшла з цього боку i назад ходити заборонено. Але саме цей син мiг робити вершину v
позначеною у структурi для фiксованого кореня. Тому для таких батькiвських вершин треба окремо
перевiряти позначенiсть пiсля вилучення внеску попереднього бамбука. Iнакше ми могли б помилково
врахувати хiд назад у той самий бамбук.

Для цього в кожнiй вершинi зберiгаємо кiлькостi легких синiв, якi примушують значення 0 або 1.
У запитi, коли входимо у батькiвський бамбук через легке ребро, дивимося на цi кiлькостi без внеску
попереднього бамбука i тiльки пiсля цього вирiшуємо, чи є ця вершина позначеною для поточного
напрямку. Таких окремих перевiрок теж O(log n), бо вони виникають лише на межах HLD-бамбукiв.

Початкове HLD-розбиття i побудова структур для усiх бамбукiв можна зробити за O(n log n). Пiсля
цього отримуємо O(log2 n) на кожне оновлення i O(log2 n) на кожен запит.

Пiдсумкова складнiсть:

O(n log n+ q log2 n).
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