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Задача A. Унiкальнi лiтери

Автор задачi: Денисов Костянтин
Задачу пiдготував: Холод Андрiй

Розбiр написав: Холод Андрiй

Блок 1
Якщо |s| = |t| = 1, то рядок s′ складається з одного символу, i результат його унiкалiзацiї — це сам

цей символ. Отже, вiдповiдь YES тодi i тiльки тодi, коли s = t.

Блок 2
Якщо s є перестановкою t, то cs[i] = ct[i] для всiх i. Зокрема, у цьому випадку |s| = |t|, тому

кожна лiтера зустрiчається в s рiвно стiльки разiв, скiльки в t, тобто не бiльше одного разу. Але тодi
жодних скасувань у процесi унiкалiзацiї не вiдбувається, i результат унiкалiзацiї — це сам рядок s′ у
тому порядку, в якому вiн записаний. Отже, достатньо взяти s′ = t′ = t (або будь-яку перестановку t),
i вiдповiдь YES.

Блок 3
Якщо всi лiтери у s рiзнi, то cs[i] ⩽ 1 для всiх i. Оскiльки жодна лiтера не повторюється, пiд

час унiкалiзацiї нiколи не виникне ситуацiя, коли поточний символ вже є в a, тому скасувань не вiдбу-
вається взагалi. Результат унiкалiзацiї — це просто сам рядок s′ у тому порядку, в якому вiн записаний.
Отже, задача зводиться до перевiрки, чи s є перестановкою t: якщо так — вiдповiдь YES i s′ = t′ —
будь-яка спiльна перестановка, iнакше — NO.

Блок 4
Є рiвно одна лiтера A з cs[A] ⩾ 2. Ключове спостереження: конструкцiя A [. . .] A у рядку s′

«поглинає» все мiж двома входженнями A. Справдi, коли ми обробляємо друге входження A, лiтера
A вже є в рядку a, тому видаляється суфiкс вiд першого входження A включно — тобто зникають A i
всi лiтери пiсля неї аж до поточної позицiї.

Введемо поняття парностi: для кожної лiтери i рiзниця cs[i]− ct[i] має бути парною i невiд’ємною.
Невiд’ємнiсть очевидна — не можна отримати бiльше лiтер, нiж є у s. Парнiсть пояснюється тим, що
кожна «зайва» копiя лiтери i (понад ту одну, що виживає в t) має бути скасована разом iз якоюсь
iншою копiєю тiєї ж лiтери, утворюючи пару.

Якщо для всiх лiтер рiзниця парна — вiдповiдь YES, виводимо вiдсортованi s i t. Якщо є лiтери
з непарною рiзницею, їх треба «закрити» конструкцiєю A [непарнi] A, де всередину помiщаємо рiвно
по одному екземпляру кожної непарної лiтери. Якщо пiсля цього сам A лишається непарним (тобто
cs[A] − ct[A] − 2 непарне) — вiдповiдь NO, бо бiльше немає лiтер з достатньою кiлькiстю копiй для
другого обгортання.

Блок 5
У цiй пiдзадачi s = aaaaabbbbbcccccddddd, тобто всi лiтери згрупованi блоками. Це дозволяє по-

внiстю зрозумiти загальний принцип. Умова парностi cs[i]− ct[i] ≡ 0 (mod 2) для всiх i є необхiдною i
достатньою для iснування вiдповiдi (за наявностi хоча б одного обгортача). Якщо вона виконується —
вiдсортований s є коректним s′, оскiльки всi зайвi однаковi лiтери стоять поруч i скасовуються парами.
Iнакше треба будувати обгортачi, як описано нижче.

Блок 6
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Повнiстю вирiшимо задачу для випадку, коли є рiвно один обгортач. Спершу перевiримо необхiднi
умови: у рядку t кожна лiтера зустрiчається не бiльше одного разу — iнакше NO, бо результат унiкалi-
зацiї за визначенням не може мiстити повторiв. Кожна лiтера з t має бути присутня у s — iнакше NO.
Для кожної лiтери i рiзниця cs[i]− ct[i] має бути невiд’ємною — iнакше NO.

Збираємо список odd — лiтери з непарною рiзницею cs[i] − ct[i], i список have — лiтери з
cs[i] − ct[i] ⩾ 2. Якщо odd порожнє — виводимо вiдсортованi s i t. Якщо odd непорожнє, але have
порожнє — вiдповiдь NO. Якщо |have| = 1, беремо обгортач A = have[0] i будуємо конструкцiю
A [усi непарнi лiтери крiм A] A. Якщо пiсля цього сам A лишається непарним — вiдповiдь NO, бо
бiльше нема чим обгортати. Пiсля побудови конструкцiї дописуємо в кiнець усi лiтери, що залишились
у s (вже вiдсортовано).

Блок 7
Розглянемо випадок, коли |have| ⩾ 2. Беремо два обгортачi A = have[0] i B = have[1] i будує-

мо: A [усi непарнi лiтери крiм A i B] A B [непарний залишок A якщо є] B. Перша пара закриває всi
непарнi лiтери крiм B, а друга — можливий непарний залишок A. Двох обгортачiв завжди достатньо,
щоб закрити всi непарностi, оскiльки пiсля першого обгортання непарними можуть лишитись лише A
та B, а друге обгортання закриває їх обох. Пiсля побудови конструкцiї дописуємо в кiнець усi лiтери,
що залишились у s (вже вiдсортовано).

Складнiсть алгоритму — O(|s| log |s|) через сортування рядка s, решта логiки працює за O(26).

Задача B. Перетин префiксних сум

Автор задачi: Антон Тригуб
Задачу пiдготував: Андрiй Куц

Розбiр написав: Тарас Деркач

Блок 1
У цьому блоцi всi елементи масиву однаковi. Нехай це значення дорiвнює y.
Тодi порядок елементiв не має значення. У будь-якiй перестановцi префiкснi суми будуть такими:

y, 2y, 3y, . . . , ny.

Отже, вiдповiдь "NO"тодi й лише тодi, коли iснує таке k (1 ⩽ k ⩽ n), що k · y = x.
Iнакше можна вивести "YES"та початковий масив.

Блок 2
У цьому блоцi x = 0.
Якщо сума всього масиву дорiвнює 0, то вiдповiдь "NO бо весь масив також є непорожнiм префiк-

сом.
Iнакше позначимо суму всiх елементiв як S.
Якщо S > 0, розташуємо елементи в порядку спадання. Тодi спочатку йдуть додатнi елементи, а

потiм недодатнi. Префiксна сума не може стати рiвною 0, бо якби це сталося, то всi наступнi елементи
були б недодатними, а отже загальна сума не могла б бути додатною.

Якщо S < 0, аналогiчно розташуємо елементи в порядку зростання.
Таким чином, у цьому блоцi завжди можна побудувати вiдповiдь, якщо S ̸= 0.
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Блок 3
Оскiльки n ⩽ 9, можна перебрати всi перестановки масиву.
Для кожної перестановки рахуємо всi префiкснi суми. Якщо жодна з них не дорiвнює x, виводимо

цю перестановку.
Складнiсть такого розв’язку — O(n! · n).

Блок 4
Для n ⩽ 15 можна використати динамiку по пiдмножинах.
Нехай dp[mask] означає, що можна отримати пiдмножину елементiв mask як першi елементи пе-

рестановки так, щоб жодна префiксна сума не дорiвнювала x.
Переходимо з mask у mask ∪ {i}, якщо сума елементiв нової пiдмножини не дорiвнює x.
Якщо можна отримати повну множину всiх елементiв, то вiдповiдь iснує. Саму перестановку можна

вiдновити за переходами динамiки.
Складнiсть — O(n · 2n).

Блоки 5 та 8
У цих блоках усi елементи додатнi.
Якщо сума всього масиву дорiвнює x, то вiдповiдь "NO бо повний масив є префiксом.
Якщо сума всього масиву менша за x, то будь-яка перестановка пiдходить, бо всi префiкснi суми

також будуть меншi за x.
Залишається випадок, коли сума всього масиву бiльша за x.
Якщо серед додатних елементiв є хоча б два рiзнi значення, вiдсортуємо їх за зростанням. Якщо в

такому порядку з’явився префiкс iз сумою x, то можна зiпсувати саме цей префiкс: помiняти поточний
елемент iз найбiльшим елементом або циклiчно перенести найменший елемент у кiнець.

Пiсля такої змiни префiкс, який ранiше дорiвнював x, стане або бiльшим за x, або меншим за x,
але точно не рiвним x. Оскiльки всi елементи додатнi, далi префiкснi суми тiльки зростають.

Якщо всi додатнi елементи однаковi та дорiвнюють c, то всi префiкснi суми мають вигляд
c, 2c, 3c, . . .. Тому якщо x дiлиться на c, вiдповiдь "NO iнакше вiдповiдь "YES".

Блок 6
У цьому блоцi в масивi є не бiльше двох рiзних значень.
Цей випадок уже близький до повного розв’язку. Пiсля сортування масиву достатньо розглянути,

чи є серед додатних елементiв два рiзнi значення.
Якщо такi значення є, використовуємо ту саму iдею: спочатку ставимо додатнi елементи, а один

небезпечний префiкс, якщо вiн з’явився, ламаємо перестановкою двох елементiв.
Якщо всi додатнi елементи однаковi, задача зводиться до перевiрки подiльностi на це значення.

Саме цей випадок детальнiше розглядається у повному розв’язку.

Блок 7
За умовою цього блока, якщо правильна перестановка iснує, то її можна отримати, помiнявши

мiсцями перший елемент масиву з деяким iншим.
Тому потрiбно перевiрити всi такi перестановки.
Щоб зробити це швидко, порахуємо префiкснi суми початкового масиву. Якщо ми мiняємо мiсцями

a1 та ai, то:

• перший префiкс стає рiвним ai;
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• префiкси до позицiї i− 1 змiнюються на −a1 + ai;

• префiкси пiсля позицiї i не змiнюються.

Тому можна перебирати i та пiдтримувати множину потрiбних префiксних сум. Якщо для деякого
i пiсля такого обмiну жоден префiкс не дорiвнює x, виводимо цю перестановку.

Складнiсть можна отримати O(n log n).

Блок 9
У цьому блоцi в масивi є рiвно одне вiд’ємне число.
Якщо всi додатнi числа не однаковi, то працює iдея з додатними числами: ставимо додатнi числа

на початок, виправляємо можливий небезпечний префiкс, а вiд’ємне число ставимо в кiнець.
Якщо всi додатнi числа однаковi та дорiвнюють c, то є два випадки.
Якщо x не дiлиться на c, то префiкси, якi складаються лише з додатних чисел, не можуть дорiв-

нювати x.
Якщо x дiлиться на c, але вiд’ємне число не дiлиться на c, то можна поставити це вiд’ємне число

на початок. Пiсля цього всi наступнi префiкснi суми матимуть iнший залишок за модулем c, тому не
зможуть дорiвнювати x.

Якщо ж i x, i всi елементи масиву дiляться на c, то пiсля дiлення на c усi додатнi елементи ста-
нуть рiвними 1. Щоб загальна сума стала бiльшою за x, у будь-який момент треба буде пройти через
значення x, бо збiльшення вiдбувається тiльки на 1. Тому вiдповiдь "NO".

Блок 10
Опишемо повний розв’язок.
Спочатку зробимо так, щоб x ⩾ 0. Якщо x < 0, помножимо всi елементи масиву та саме x на −1. У

кiнцi, якщо ми змiнили знак, потрiбно вивести знайдену перестановку iз поверненими назад знаками.
Нехай S — сума всiх елементiв масиву.
Якщо S = x, то вiдповiдь "NO бо весь масив є непорожнiм префiксом.
Далi сортуємо масив за зростанням.
Якщо x = 0, використовуємо розв’язок з другого блока.
Якщо S < x, то можна вивести вiдсортований масив. Спочатку йдуть недодатнi елементи, а потiм

додатнi. Поки ми не дiйшли до додатних чисел, префiксна сума не бiльша за 0. Пiсля цього вона
зростає, але фiнальна сума все одно менша за x. Отже, префiкс iз сумою x не з’явиться.

Тепер залишився головний випадок:

0 < x < S.

Тодi в масивi обов’язково є хоча б одне додатне число.
Нехай mn — найменше додатне число, а mx — найбiльше додатне число.

Випадок 1: mn ̸= mx

Тобто серед додатних чисел є хоча б два рiзнi значення.
Вiзьмемо всi додатнi числа та вiдсортуємо їх за зростанням. Спочатку побудуємо перестановку

тiльки з них.
Якщо серед їхнiх префiксних сум немає x, то все добре.
Якщо деякий префiкс дорiвнює x, позначимо останнiй елемент цього префiкса як небезпечний.
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• Якщо цей елемент не є найбiльшим додатним числом, помiняємо його з найбiльшим.

• Якщо вiн уже дорiвнює найбiльшому числу, перенесемо найменше додатне число в кiнець.

Пiсля цього жоден префiкс серед додатних чисел не дорiвнює x.
Потiм дописуємо всi недодатнi числа в кiнець. Пiсля всiх додатних чисел поточна сума бiльша за

x, а пiсля додавання всiх недодатних чисел вона стане рiвною S, де S > x. Отже, пiд час додавання
недодатних чисел префiксна сума теж не стане рiвною x.

Випадок 2: mn = mx

Тобто всi додатнi числа однаковi. Позначимо це значення як c.
Якщо x не дiлиться на c, то можна поставити всi додатнi числа на початок. Префiкснi суми, якi

складаються тiльки з додатних чисел, будуть кратнi c, тому не дорiвнюватимуть x.
Пiсля цього додаються недодатнi числа. Поточна сума зменшується, але фiнальна сума дорiвнює

S, а S > x. Тому на цiй частинi префiксна сума також не стане рiвною x.
Тепер нехай x дiлиться на c.
Якщо iснує недодатне число y, яке не дiлиться на c, поставимо його першим. Пiсля нього поставимо

всi додатнi числа, а потiм усi iншi недодатнi.
Поки ми додаємо додатнi числа, префiксна сума має такий самий залишок за модулем c, як i y.

Оскiльки y не дiлиться на c, ця сума не може дорiвнювати x, бо x дiлиться на c.
Пiсля всiх додатних чисел поточна сума вже бiльша за x, а пiсля додавання решти недодатних

чисел вона стане рiвною S, де S > x. Отже, i тут небезпечного префiкса не буде.
Залишається останнiй випадок: x дiлиться на c, усi додатнi числа дорiвнюють c, i всi недодатнi

числа також дiляться на c.
Тодi всi числа можна подiлити на c. Пiсля цього всi додатнi числа стануть рiвними 1, а x стане

додатним цiлим числом.
Оскiльки фiнальна сума бiльша за x, у будь-якiй перестановцi префiксна сума колись стане бiль-

шою за x. Уперше це може статися тiльки пiсля додавання числа 1. Отже, безпосередньо перед цим
префiксна сума була рiвною x.

Тому в цьому випадку вiдповiдь "NO".

Складнiсть
У розв’язку потрiбно лише вiдсортувати масив та пройтися по ньому кiлька разiв.
Загальна складнiсть — O(n log n) на тестовий випадок.

Задача C. Вiдгадай число

Автор задачi: Антон Тригуб
Задачу пiдготував: Костянтин Денисов

Розбiр написав: Костянтин Денисов

Блок 1
У першому блоцi n ⩽ 10. Оскiльки за умовою n не дiлиться на 10, то можливi лише значення

1, 2, . . . , 9.
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Достатньо зробити один запит з x = 1. У вiдповiдь ми отримаємо першу цифру числа n, тобто саме
число n.

Блоки 2–4
У цих блоках можна використати перебiр кандидатiв. Спочатку випишемо всi можливi значення n

у межах обмеження блока, якi не дiляться на 10.
Пiсля кожного запиту x будемо отримувати цифру d i залишати лише тi кандидати v, для яких

перша цифра числа v · x дорiвнює d. Якщо пiсля кiлькох запитiв залишився один кандидат, то це i є
вiдповiдь.

Щоб запитiв було менше, можна кожного разу вибирати x, який найкраще роздiляє поточну мно-
жину кандидатiв. Для цього достатньо перебрати всi значення x вiд 1 до певної невеликої межi або
просто багато випадкових значень x i вибрати таке, для якого найбiльша група кандидатiв з однаковою
вiдповiддю буде мiнiмальною.

Оскiльки в блоках 2–4 кандидатiв небагато, такого пiдходу достатньо, щоб знайти n за дозволену
кiлькiсть запитiв.

Блок 5
У цьому блоцi n є повним квадратом. Тут також можна використати перебiр кандидатiв.
Якщо n = y2, то з умови n < 108 маємо y < 104. Отже, iснує лише O(104) можливих кандидатiв.

Залишимо серед них тiльки тi квадрати, якi не дiляться на 10.
Далi дiємо так само: робимо запити, а пiсля кожного запиту вiдкидаємо всi квадрати, якi не могли

дати отриману вiдповiдь.
Залишається зрозумiти, як вибирати хороший наступний запит. Перебирати всi x вiд 1 до 109

занадто довго, але це й не потрiбно.
Для фiксованого кандидата v вiдповiдь на запит x змiнюється тiльки тодi, коли число v · x перехо-

дить через число вигляду

d · 10p,

де 1 ⩽ d ⩽ 9. Тому множина кандидатiв розбивається по вiдповiдях однаково на всiх промiжках
мiж такими точками.

Отже, достатньо розглядати лише значення x, близькi до⌈
d · 10p

v

⌉
для всiх поточних кандидатiв v, усiх цифр d i всiх можливих степенiв p, для яких 1 ⩽ x ⩽ 109.
Для кожного такого x порахуємо, скiльки кандидатiв дадуть вiдповiдь 1, скiльки — вiдповiдь 2, i

так далi. Виберемо запит, для якого найбiльша з цих груп є мiнiмальною.
Кандидатiв лише O(104), а для кожного кандидата є лише O(log 109) важливих меж. Тому такий

пiдбiр запитiв достатньо швидкий для цього блока.

Загальна iдея
Для наступних блокiв використаємо iнший пiдхiд. Вiзьмемо

M = 108.

Зробимо запит з x = M i нехай вiдповiдь дорiвнює s. Оскiльки n < 108, множення на 108 просто
дописує до числа n вiсiм нулiв справа. Тому перша цифра числа n ·M дорiвнює першiй цифрi самого
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n.
Тепер будемо шукати перше значення r, для якого перша цифра числа n · r вже не дорiвнює s.
Таке значення r достатньо шукати на вiдрiзку

[M, 2M ].

Справдi, якщо число nM починається з цифри s, то наступна межа, на якiй перша цифра може
змiнитися, має вигляд

(s+ 1) · 10p

для деякого p. Ця межа знаходиться не далi нiж у два рази вiд поточного значення nM , тому до
x = 2M перша цифра точно змiниться.

Значення r можна знайти бiнарним пошуком. Якщо для деякого x вiдповiдь на запит дорiвнює s,
то шукане r бiльше за x. Iнакше r ⩽ x.

Пiсля того як знайшли r, потрiбно вiдновити n. Нехай T — межа, на якiй вiдбулася змiна першої
цифри. Тодi

T = (s+ 1) · 10p

для деякого p, i r є найменшим цiлим числом, для якого nr ⩾ T . Отже,

r =

⌈
T

n

⌉
.

Тепер уявiмо, що ми дописали до числа n кiлька нулiв справа так, щоб отримане число мало ту
саму довжину, що й M . Позначимо це число через

N = n · 10q.

Оскiльки n не дiлиться на 10, пiсля знаходження N ми зможемо просто видалити всi нулi в кiнцi i
отримати початкове число n.

Якщо одночасно домножити межу T на 10q, то отримаємо

T ′ = T · 10q.

Тодi

r =

⌈
T ′

N

⌉
.

Для такого вибору N можна вiдновити його як

N =

⌈
T ′

r

⌉
.

Ми не знаємо точне значення T ′, але знаємо, що воно має вигляд

s+ 1, (s+ 1) · 10, (s+ 1) · 102, . . .

Тому будемо перебирати такi значення T ′ i брати перше, для якого
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⌈
T ′

r

⌉
> 107.

Отримане число буде дорiвнювати n з, можливо, кiлькома дописаними нулями справа. Пiсля ви-
далення всiх кiнцевих нулiв отримаємо вiдповiдь.

Блоки 6–10
Для блокiв 6–10 достатньо застосувати описану загальну iдею.
Ми робимо один початковий запит з x = 108, а потiм бiнарним пошуком шукаємо першу змiну

вiдповiдi на вiдрiзку

[108, 2 · 108].

Кiлькiсть запитiв дорiвнює

1 + ⌈log2 108⌉ = 28.

Отже, алгоритм вкладається в обмеження на кiлькiсть запитiв i проходить усi блоки.
Залишається пояснити, чому вiдновлення вiдповiдi в кiнцi є коректним. Нехай r — перше число,

для якого перша цифра числа nr змiнилася. Тодi для деякого p межа має вигляд

T = (s+ 1) · 10p,

i виконується

(r − 1)n < T ⩽ rn.

Тепер домножимо n i T на однаковий степiнь десятки. Отримаємо числа

N = n · 10q, T ′ = T · 10q.

Для них усе ще виконується

(r − 1)N < T ′ ⩽ rN.

Звiдси ⌈
T ′

r

⌉
⩽ N.

З iншого боку, ми вибираємо T ′ так, щоб отримане число було бiльше за 107. Тому N має ту саму
довжину, що й число M = 108, з точнiстю до можливих кiнцевих нулiв. У цьому випадку округлення
вже однозначно вiдновлює саме N , тобто ⌈

T ′

r

⌉
= N.

Отже, ми знаходимо число N , яке є початковим числом n з деякою кiлькiстю дописаних нулiв
справа. Оскiльки за умовою n не дiлиться на 10, пiсля видалення всiх кiнцевих нулiв залишиться саме
n.
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Задача D. mex plus

Автор задачi: Костянтин Денисов
Задачу пiдготував: Андрiй Столiтнiй

Розбiр написав: Костянтин Денисов

Блок 1
У цьому блоцi n ⩽ 20 i немає запитiв. Можна перебрати всi способи вибору чисел з пар.
Для кожної пари є два варiанти: перше число пiде в A, а друге в B, або навпаки. Отже, всього є

2n варiантiв. Для кожного з них будуємо масиви A та B, рахуємо їхнi mex i оновлюємо вiдповiдь.
Складнiсть такого розв’язку становить O(2n · n), чого достатньо для цього блока.

Блок 2
У цьому блоцi всi пари мають вигляд (x, 109). Значення 109 нiколи не впливає на mex, бо mex не

може бути таким великим: у кожному масивi лише n елементiв.
Тому кожна пара фактично дає нам одну копiю числа x, яку можна покласти або в A, або в B.
Нехай cnti — кiлькiсть пар, у яких перше число дорiвнює i. Щоб число i було i в A, i в B, потрiбно

мати хоча б двi копiї i. Щоб воно було хоча б в одному з масивiв, достатньо однiєї копiї.
Позначимо через p найменше число, для якого cntp = 0, а через q — найменше число, для якого

cntq < 2. Тодi можна зробити mex одного масиву рiвним p, а mex iншого — q. Кращої вiдповiдi бути не
може, бо для бiльшого mex одному масиву потрiбна хоча б одна копiя кожного малого числа, а двом
масивам одночасно — хоча б двi копiї.

Отже, вiдповiдь дорiвнює p+q. Пiсля кожного запиту достатньо оновити одну кiлькiсть cntx i заново
знайти цi два mex. Це можна робити за допомогою множин або просто перебором малих значень.

Блок 3
У цьому блоцi всi пари мають вигляд (0, y). Для додатних чисел ситуацiя схожа на блок 2: кожна

пара (0, y) дає одну копiю числа y, яку можна покласти або в A, або в B.
Основна вiдмiннiсть полягає в числi 0. Якщо ми кладемо y в A, то 0 потрапляє в B, i навпаки. Тому

для того, щоб обидва mex були додатними, потрiбно зробити так, щоб 0 потрапив в обидва масиви.
Якщо є пара (0, 0), то число 0 одразу потрапляє в обидва масиви. Також якщо для деякого y > 0

є хоча б двi пари (0, y), то одну з них можна використати, щоб покласти y в A i 0 в B, а iншу —
щоб покласти 0 в A i y в B. У такому випадку число 0 вже є в обох масивах, а додатнi числа можна
розподiляти так само, як у блоцi 2.

Тобто, якщо cnti — кiлькiсть пар (0, i) для i > 0, то шукаємо найменше додатне p, для якого
cntp = 0, i найменше додатне q, для якого cntq < 2. Вiдповiдь у цьому випадку дорiвнює p+ q.

Залишився випадок, коли немає пари (0, 0) i жодне додатне число не зустрiчається хоча б двiчi.
Тодi кожне додатне число можна покласти лише в один iз масивiв. Щоб зробити 0 присутнiм в обох
масивах, потрiбно хоча б одну пару орiєнтувати в один бiк i хоча б одну — в iнший. Тобто одним
додатним числом доведеться пожертвувати для одного з масивiв.

У такому випадку оптимально вiддати одному масиву якомога довший префiкс додатних чисел
1, 2, 3, . . ., а в iнший масив покласти одне число, яке найменше шкодить цьому префiксу. Iнакше кажучи,
якщо є число пiсля першого пропущеного додатного, можна пожертвувати ним. Якщо ж усi наявнi
додатнi числа утворюють префiкс, то найкраще пожертвувати найбiльшим iз них.

Пiсля кожного запиту змiнюється лише одна кiлькiсть cnti, тому потрiбнi величини можна пiдтри-
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мувати множинами або перераховувати напряму для цiєї спецiальної структури.

Блок 4
У цьому блоцi n ⩽ 500 i q ⩽ 500. Можна пiсля кожного запиту розв’язувати задачу з нуля.
Побудуємо граф, вершинами якого є числа, а кожна пара (x, y) є ребром мiж вершинами x та y.

Далi для поточного графа застосуємо розв’язок для випадку без запитiв, описаний у наступному блоцi.
Оскiльки розмiр графа малий, навiть повна перебудова пiсля кожного запиту достатньо швидка.

Блок 5
Розглянемо задачу без запитiв.
Побудуємо граф: вершинами будуть числа, а кожна пара (x, y) задає ребро мiж x та y. Ребра

можуть повторюватися, також можуть бути петлi.
Тепер будемо орiєнтувати ребра. Якщо ребро (x, y) орiєнтоване з x до y, то x потрапляє в масив A,

а y — у масив B.
Отже, число v входить у масив A тодi i тiльки тодi, коли з вершини v виходить хоча б одне ребро.

Аналогiчно, v входить у масив B тодi i тiльки тодi, коли у вершину v входить хоча б одне ребро.
Тому нам потрiбно орiєнтувати ребра так, щоб найменша вершина без вихiдних ребер i найменша

вершина без вхiдних ребер були якомога бiльшими.
Розглянемо одну компоненту зв’язностi.
Якщо компонента мiстить цикл, то можна орiєнтувати ребра циклу по колу. Тодi всi вершини на

циклi матимуть i вхiдне, i вихiдне ребро. Усi дерева, якi пiдвiшенi до циклу, можна орiєнтувати вiд
листкiв до циклу. Тодi кожна вершина компоненти матиме вихiдне ребро, а без вхiдного ребра можуть
залишитися тiльки листки.

Якщо компонента є деревом, то виберемо в нiй найбiльшу вершину i орiєнтуємо всi ребра в її
сторону. Тодi всi вершини, крiм цiєї найбiльшої, матимуть вихiдне ребро. З iншого боку, без вхiдного
ребра залишаться листки дерева.

Звiдси отримуємо вiдповiдь. Значення mex(B) дорiвнює найменшому листку в усьому графi. Зна-
чення mex(A) дорiвнює мiнiмуму серед максимумiв усiх компонент, якi є деревами.

Тут також треба пам’ятати про числа, яких взагалi немає серед пар. Таке число можна вважати
окремою компонентою з однiєї вершини. Тому достатньо розглядати лише числа до n+1, бо mex масиву
довжини n не може бути бiльшим за n.

Отже, для блока без запитiв можна побудувати граф, знайти компоненти зв’язностi, для кожної
компоненти визначити, чи є вона деревом, її максимум, а також переглянути степенi вершин для
пошуку найменшого листка.

Складнiсть становить O(n log n) або O(n) залежно вiд реалiзацiї стискання координат.

Блок 6
У цьому блоцi всi запити мають вигляд додавання пари.
Оскiльки ребра тiльки додаються, можна пiдтримувати компоненти за допомогою DSU. Для кожної

компоненти будемо зберiгати її найбiльшу вершину i iнформацiю про те, чи є в нiй цикл.
Також потрiбно пiдтримувати двi множини:

• вершини, якi зараз є листками;

• значення максимумiв тих компонент, якi зараз є деревами.

Тодi вiдповiдь пiсля кожного запиту дорiвнює сумi мiнiмального елемента першої множини i мiнi-
мального елемента другої множини.
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При додаваннi ребра змiнюються степенi двох його кiнцiв i, можливо, об’єднуються двi компоненти.
Усi цi змiни можна оновити в DSU i в множинах за O(log n).

Блок 7
У цьому блоцi всi запити мають вигляд видалення пари.
Такий випадок можна обробити у зворотному порядку. Спочатку вiзьмемо граф пiсля всiх вида-

лень. Далi будемо йти по запитах з кiнця до початку. Видалення пари у прямому порядку перетво-
рюється на додавання цiєї пари у зворотному порядку.

Отже, ми знову отримуємо задачу тiльки з додаваннями ребер, яку можна розв’язати DSU, як у
попередньому блоцi. Вiдповiдi потрiбно буде записати i потiм вивести у правильному порядку.

Блок 8
У цьому блоцi структура графа в кожен момент часу суттєво обмежена: якщо двi пари мають

спiльне число з третьою, то в усiх трьох пар є спiльне число.
Iнтуїтивно це означає, що кожна нетривiальна компонента поводиться як зiрка: у її ребер є спiльна

центральна вершина. Тому для компоненти легко пiдтримувати її листки, максимум i наявнiсть циклу,
не використовуючи повний алгоритм динамiчної зв’язностi.

Пiсля кожного додавання або видалення достатньо оновити локальну iнформацiю про вiдповiдну
зiрку i перерахувати внесок цiєї компоненти у двi глобальнi множини. Вiдповiдь, як i ранiше, є сумою
найменшого листка та найменшого максимуму серед деревних компонент.

Блоки 9, 10: повне рiшення
Для повного розв’язку використаємо офлайн-динамiчну зв’язнiсть.
Для кожної пари знайдемо промiжки часу, на яких вона присутня в наборi. Якщо пара була додана

в момент l i видалена в момент r, то вона активна на вiдрiзку [l, r). Початковi пари активнi з моменту
0.

Побудуємо дерево вiдрiзкiв по часу. Кожне ребро додамо у всi вершини дерева вiдрiзкiв, якi по-
внiстю покривають його промiжок активностi.

Пiсля цього обiйдемо дерево вiдрiзкiв DFS-ом. Коли заходимо у вершину дерева вiдрiзкiв, додаємо
в DSU всi ребра, записанi в цiй вершинi. Коли виходимо з неї, вiдкочуємо DSU до попереднього стану.

Для цього потрiбен DSU з вiдкатами. Вiн має пiдтримувати:

• об’єднання компонент;

• додавання ребра всерединi однiєї компоненти;

• змiну степенiв кiнцiв ребра;

• вiдкат усiх змiн.

Також пiд час цих змiн пiдтримуємо двi глобальнi множини:

• усi вершини, якi зараз є листками;

• максимуми компонент, якi зараз є деревами.

Якщо ми знаходимося в листку дерева вiдрiзкiв, то всi ребра, активнi в цей момент часу, вже доданi
в DSU. Тому поточна вiдповiдь дорiвнює

min(листки) + min(максимуми деревних компонент).
Кожне ребро додається в O(log q) вершин дерева вiдрiзкiв. Кожне додавання або вiдкат у DSU

коштує O(log n) через оновлення множин. Тому сумарна складнiсть становить O((n+ q) log2(n+ q)).
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Задача E. Пiдмножини дерева

Автор задачi: Костянтин Денисов
Задачу пiдготував: Костянтин Денисов

Розбiр написав: Едуард Тихонюк

Блок 1
Для першого блока можна використати повний перебiр. Оскiльки n ⩽ 20, переберемо всi пiдмножи-

ни вершин, перевiримо умову з задачi i для кожного розмiру k запам’ятаємо, якi xor-и були отриманi.
Перевiрку пiдмножини можна робити напряму: для кожної вибраної вершини v перебрати її дiтей

i перевiрити, що вони також вибранi. Сумарно за одну перевiрку ми перебираємо ребра дерева, тому
це працює за O(n). Пiсля цього рахуємо розмiр множини i xor її значень. Сумарна складнiсть буде
O(2n · n).

Блок 2
У цьому блоцi всi вершини, крiм кореня, є листками. Отже, будь-яка допустима множина або не мi-

стить корiнь, або мiстить усе дерево. Якщо корiнь не вибрано, то можна вибирати довiльну пiдмножину
листкiв.

Для 1 ⩽ k ⩽ n− 2 вiдповiдь легко визначити за значеннями листкiв. Нехай серед листкiв є c0 нулiв
i c1 одиниць. Якщо ми вибираємо k листкiв, то кiлькiсть вибраних одиниць може бути будь-якою в
промiжку

max(0, k − c0) ⩽ r ⩽ min(k, c1).

Отриманий xor дорiвнює парностi r. Тому достатньо перевiрити, чи в цьому промiжку є числа обох
парностей. Розмiри k = n− 1 i k = n потрiбно перевiрити окремо: для n− 1 можна вибрати всi листки,
а для n можна вибрати лише все дерево разом з коренем. Порахувати c0, c1 i пройти всi розмiри k
можна за O(n).

Загальна iдея
Для наступних блокiв будемо рахувати динамiку по пiддеревах. Для кожної вершини v будемо

зберiгати масив dpv, де dpv[t] є вiдповiддю на задачу для пiддерева v при k = t.
Порожню множину у кожному пiддеревi завжди можна вибрати, тому dpv[0] = 0. Пiсля того як

ми об’єднали iнформацiю з усiх синiв вершини v, потрiбно врахувати саму вершину v. Якщо з дiтей
можна було вибрати sz(v)− 1 вершин з xor x, то записуємо dpv[sz(v)] = x⊕ av.

Блок 3
Спочатку розглянемо випадок, коли у вершини рiвно два сини. Тодi треба об’єднати двi вже по-

рахованi динамiки. Для цього блока достатньо перебрати всi переходи, для яких i + j = t, 0 ⩽ i, j та
0 ⩽ t ⩽ n:

C[t] =
⋃

i+ j = t
0 ⩽ i, j

A[i]⊕B[j].

Тут значення 0 або 1 означає єдиний можливий xor, а значення 2 означає, що можливi обидва.
Якщо для одного розмiру t з’являються i xor 0, i xor 1, то записуємо C[t] = 2.
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Якщо у вершини бiльше двох синiв, будемо зливати їх по одному. Спочатку беремо порожню ди-
намiку з dp[0] = 0, потiм об’єднуємо її з динамiкою першого сина, результат об’єднуємо з динамiкою
другого сина i так далi. Пiсля того як усi сини об’єднанi, додаємо саму вершину: зi стану розмiру
sz(v)− 1 отримуємо стан sz(v).

Таких переходiв для одного злиття O(n2). Кожне злиття вiдбувається в батьку якоїсь вершини,
тому сумарно злиттiв буде не бiльше, нiж неунiкальних батькiв вершин, тобто n − 1. Отже, загальна
складнiсть O(n3), що проходить обмеження блока.

Блок 4
Нехай m — це розмiр A, а k — це розмiр B. Тодi пiд час злиття перебираємо 0 ⩽ i ⩽ m та 0 ⩽ j ⩽ k:

C[t] =
⋃

i+ j = t
0 ⩽ i ⩽ m
0 ⩽ j ⩽ k

A[i]⊕B[j].

Одне злиття працює за O(mk). Сумарно це можна оцiнити через LCA: кожна пара вершин врахо-
вується тiльки пiд час об’єднання в їхньому LCA, тому загальна кiлькiсть переходiв по всiх вершинах
дорiвнює O(n2). Далi для вершини v послiдовно зливаємо динамiки всiх її синiв, а потiм додаємо
можливiсть вибрати саму вершину v.

Об’єднання за лiнiю
Щоб прискорити злиття двох масивiв A i B, нехай |A| = m, |B| = k. Для кожного t завжди можна

взяти один кандидат, наприклад крайню доступну пару iндексiв з i + j = t. Пiсля цього треба лише
зрозумiти, чи iснує iнша пара iндексiв, яка дає протилежний xor. Якщо iснує, вiдповiдь для цього t
дорiвнює 2, iнакше вона дорiвнює xor цього єдиного кандидата.

Для фiксованого t усi допустимi пари iндексiв мають вигляд i ∈ [l1, r1], j = t − i ∈ [l2, r2]. Якщо
серед потрiбних значень є A[i] = 2 або B[j] = 2, то вiдповiдь для цього t одразу дорiвнює 2. Iнакше
всi значення на потрiбних вiдрiзках дорiвнюють 0 або 1, i можна хешами порiвняти вiдрiзок A[l1..r1]
з розвернутим вiдрiзком B[l2..r2], можливо iнвертувавши усi значення одного з них. Тодi всi значення
C[t] для злиття двох масивiв рахуються за O(m+ k).

Блок 5
У цьому блоцi сумарна кiлькiсть листкiв за всiма тестами не перевищує 100. Якщо стиснути ко-

жен шлях без розгалужень, то залишиться дерево розмiру O(L), де L — кiлькiсть листкiв. На цьому
стисненому деревi можна виконувати тi самi злиття, а довгi шляхи обробляти напряму. Оскiльки для
кожного злиття m, k ⩽ n, сумарно отримаємо O(nL).

Блок 6
Пiсля видалення вершини 1 кожна компонента є бамбуком, i таких компонент не бiльше двох. Дина-

мiка для одного бамбука рахується напряму, а в коренi треба лише об’єднати динамiки цих компонент.
Оскiльки таке злиття працює за O(m+ k), у цьому блоцi отримуємо O(n).

Блок 7
Пiсля видалення вершини 1 кожна компонента є бамбуком, але компонент може бути багато. По-

рахуємо динамiку для кожного бамбука, а потiм будемо щоразу зливати два найменшi поточнi масиви.
Нехай деякий елемент зараз лежить у масивi розмiру s, i цей масив вибрали для злиття. Iнший вибра-
ний масив має розмiр хоча б s, бо наш масив був одним iз двох найменших. Отже, пiсля злиття елемент
лежить у масивi розмiру хоча б 2s. Якщо елемент брав би участь у d злиттях, то розмiр його масиву
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був би хоча б 2d. Але розмiр масиву не може перевищити n, тому 2d ⩽ n, а отже d ⩽ log2 n. Сумарна
складнiсть буде O(n log n).

Блок 8
Дерево є повним бiнарним. Якщо зливати динамiки дiтей у кожнiй вершинi об’єднанням за лiнiю,

то рiвнi дерева поводяться як merge sort: на одному рiвнi сумарнi розмiри всiх злиттiв дорiвнюють
O(n), а рiвнiв O(log n). Отже, отримуємо O(n log n).

Блоки 9, 10: повне рiшення
Залишається зробити злиття достатньо швидким для довiльного дерева. Нехай зливаємо великий

масив A розмiру m i менший масив B розмiру k, m ⩾ k. Першi k i останнi k значень нового масиву
можна порахувати за O(k): для цього застосовуємо злиття за лiнiю окремо до префiкса i суфiкса.

Потрiбно швидко порахувати середину C[k + 1..m]. Для кожної такої позицiї є кандидат з A, бо
можна взяти B[0]. Треба лише перевiрити, чи iснує iнший кандидат, який змiнює вiдповiдь на 2.

Якщо у масивi B є значення 2 на якiйсь позицiї j ⩾ 1, то для кожної середньої позицiї i, де A[i− j]
iснує, можна взяти пару A[i− j] i B[j]. Оскiльки B[j] = 2, ця пара дає обидва xor-и, тому C[i] одразу
стає 2.

Складний випадок виникає тодi, коли в B немає значень 2. Тодi всi його значення є лише 0 або 1.
Якщо для двох сусiднiх позицiй середини кандидат з A лишається єдиним, з рiвностей

A[i] = A[i− 1]⊕B[1], A[i+ 1] = A[i]⊕B[1]

випливає перiодичнiсть A[i+ 1] = A[i− 1]. Аналогiчно отримуємо, що B мусить мати вигляд

B[2q] = 0, B[2q + 1] = c

для деякого c ∈ {0, 1}. Тобто при c = 0 маємо форму

0, 0, 0, 0, . . .

а при c = 1 маємо форму

0, 1, 0, 1, . . .

Пiсля цього масив A розбивається на блоки вигляду

s, s⊕ c, s, s⊕ c, . . .

Є п’ять типiв таких блокiв:

0, 0, 0, 0, . . .
0, 1, 0, 1, . . .
1, 1, 1, 1, . . .
1, 0, 1, 0, . . .

Окремий випадок:

2, 2, 2, 2, . . .

Достатньо пiдтримувати такi блоки у стисненому виглядi. Далi розглянемо злиття з перiодичним
масивом B з параметром c.
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Якщо параметр c блока збiгається з параметром c у масивi B, то змiнитися може тiльки префiкс
довжини k − 1. Для перших k − 1 позицiй частина iндексiв i − j виходить за межi поточного блока
i потрапляє в iнший блок, де може бути iнший тип перiоду. Через це узгодженiсть кандидатiв може
зламатися: першi k − 2 позицiї стають 2, а позицiю k − 1 треба перевiрити окремо.

Для позицiї, що лежить хоча б на k − 1 елементiв правiше вiд початку такого блока, усi iндекси
i− j для 0 ⩽ j ⩽ k залишаються всерединi цього ж блока. Там значення йдуть з тим самим перiодом,
що й B, тому всi кандидати узгоджуються мiж собою i вiдповiдь не змiнюється.

Якщо параметр c блока вiдрiзняється вiд параметра c у масивi B, то весь цей блок стає 2, можливо
окрiм першого елемента. Для кожної позицiї, починаючи з другої, можна взяти два сусiднi кандидати:
через B[0] i через B[1]. Оскiльки перiоди в A i B рiзнi, цi два кандидати дають рiзнi xor-и, тому
вiдповiдь стає 2.

Якщо ж B має iншу форму, тобто не є одним з описаних перiодичних масивiв, то на середньому
вiдрiзку не можуть лишитися двi сусiднi позицiї без значення 2. Якщо двi сусiднi позицiї не змiнюються,
то це вже був би розiбраний перiодичний випадок для B. Якщо ж злiва вiд позицiї стоїть 2, то ця позицiя
теж стає 2 через перехiд A[i − 1] ⊕ B[1]. Iнакше, якщо злiва не стоїть 2, то маємо двi сусiднi позицiї
без значення 2, а такий випадок уже розглянули. Крайнi позицiї, для яких немає такого лiвого сусiда,
перевiряємо окремо. Отже, серед кожних двох сусiднiх позицiй хоча б одна стає 2. Тодi в лоб будемо
перевiряти тiльки тi позицiї, де A[i] ̸= 2.

Амортизовано це працює швидко. Коли ми робимо прохiд, кiлькiсть позицiй зi значенням 2 збiль-
шується пропорцiйно кiлькостi перевiрених позицiй. Значення 2 нiколи не переходить назад у 0 або 1.
Отже, кожна позицiя може стати 2 лише один раз, тому сумарно в усiх таких проходах ми опрацюємо
O(n) елементiв.

Отже, повне рiшення зливає динамiки дiтей у сумарно O(n log n) або O(n log2 n) залежно вiд реалi-
зацiї пiдтримки блокiв i проходить блоки 9 та 10.
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